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Sudoku – napredne metode rjesˇavanja (2.3)
Zˇarko Cˇulic´1
Opc´e prihvac´eno pravilo je da svaki sudoku treba imati jednoznacˇno rjesˇenje, odnosno
da sudoku s visˇe tocˇnih rjesˇenja nije ispravan. U ovom trec´em i posljednjem nastavku
vezanom za jednoznacˇnost rjesˇenja sudokua, obradit c´emo uzorke visˇeznacˇnosti (Deadly
Patterns).
Deadly Pattern predstavlja odre -deni uzorak, odnosno dio mrezˇe s kandidatima cˇiji
razmjesˇtaj u uzorku omoguc´uje visˇestruka rjesˇenja. Stoga ispravno zadani sudokui imaju
jedan ili visˇe dodatnih kandidata u poljima uzorka (postaju Almost Deadly Patterns) i
upravo jedan od tih dodatnih kandidata mora biti tocˇan da bi se izbjegla visˇestrukost
rjesˇenja.
Formalno Deadly Pattern je skup polja i njihovih kandidata takvih da:
• imaju visˇestruka rjesˇenja
• svako rjesˇenje ima isti otisak (footprint), tj. iste kandidate u istim povezanim
poljima unutar skupa
• skupovi nemaju polja s istim kandidatima (nema ponavljanja istih kandidata u
istim poljima skupa)
Prve dvije stavke su vezane za visˇestrukost rjesˇenja, dok je trec´a dogovoreno
ogranicˇenje definicije na samu bit visˇestrukosti uzorka.
Otisak (footprint) uzorka rijesˇenih polja se definira kao popis od 27 skupova (setova)
svih brojeva u 9 redaka, 9 stupaca i 9 kvadrata uzorka, gdje je:
• skup 1 = brojevi u retku A uzorka
• skup 2 = brojevi u retku B uzorka
• . . .
• skup 9 = brojevi u retku I uzorka
• skupovi 10 do 18 = brojevi u stupcima
1 do 9 u uzorku
• skupovi 19 do 27 = brojevi u kvadratima
I do IX u uzorku
Slika 1.
Rjesˇenje odre -denog otiska (footprinta) je bilo
koji razmjesˇtaj brojeva u istim povezanim poljima
redaka, stupaca i kvadrata unutar uzorka. Uzorak
cˇiji otisak ima visˇe od jednog rjesˇenja nije moguc´e
jednoznacˇno rijesˇiti. Vrijedi i obratno. To su s
gledisˇta autora ili nekog tko istrazˇuje rjesˇenje mrezˇe,
tzv. neizbjezˇni skupovi (Unavoidable Sets): skupovi
polja cˇija se rjesˇenja mogu promijeniti bez promjene
njihovog otiska.
Pogledajmo primjer na slici 1.
Sudoku na slici 1 ima sljedec´i otisak (footprint) za uzorak u oznacˇenih 6 polja:
1 Autor je predavacˇ na Matematicˇkom odsjeku PMF-a u Zagrebu; e-posˇta: zculic@math.hr
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Slika 2.
• {1, 2} u retku A
• {2, 3} u retku B
• {1, 3} u retku C
• {1, 2, 3} u stupcu 1
• {1, 2, 3} u stupcu 4
• {1, 2, 3} u kvadratu I
• {1, 2, 3} u kvadratu II
• sve ostali redci, stupci i kvadrati su prazni
Uzorak s ovakvim otiskom ima dva rjesˇenja
koja su prikazana na slikama 1 i 2.
Slika 3.
Pogledajmo sljedec´i primjer na slici 3. Ako
nema pocˇetno zadanih brojeva (givens) u ovih 6
polja, rjesˇavacˇ sudokua nec´e znati kako da rijesˇi
mrezˇu, odnosno gdje da stavi broj 1, a gdje broj
2. Zakljucˇak je da sudoku ima dva rjesˇenja. Stoga
je nuzˇno, tj. neizbjezˇno (unavoidable) da autor
sudokua stavi bar jedan givens u tih 6 polja.
Minimalni Unavoidable Sets (oni koji ne sadrzˇe
manje neizbjezˇne skupove) i Deadly Patterns su
dva pogleda na isti fenomen, buduc´i da se Deadly
Patterns mozˇe tako -der promatrati kao skup polja
i njihovih kandidata cˇija su rjesˇenja minimalni
Unavoidable Sets.
Teorija o Unavoidable Sets kazuje sljedec´e:
• postoje tisuc´e razlicˇitih vrsta Deadly Patterns (skrac´eno DP)
• najmanji skup sadrzˇi 4 polja (to su jednoznacˇni pravokutnici koje smo obradili u
prvom nastavku)
• najvec´i skup sadrzˇi najmanje 60 polja (sˇto je neupotrebljivo u praksi)
• ako u n polja postoji DP(n) tipova Deadly Patterns tada je DP(4) = 1,
DP(5) = 0, DP(6) = 4, DP(7) = 0, DP(8) = 9, DP(9) = 3, DP(10) > 46,. . .
• svi Deadly Patterns koji sadrzˇe manje od 30 polja sastoje se iskljucˇivo od polja s
parovima (samo dva) kandidata
Buduc´i da je DP(n) za n < 10 relativno mali mozˇemo prikazati sve takve uzorke.
X, Y, Z i W predstavljaju na slikama kandidate, odnosno bilo koje brojeve izme -du 1 i
9, a u primjerima su postavljeni tako da su tocˇni ili svi lijevi ili svi desni kandidati u
svakom polju u uzorku. Uzorci se mogu nalaziti bilo gdje u mrezˇi, ali treba paziti da
broj redaka, stupaca i kvadrata bude isti kao i u prikazanim primjerima.
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Slika 4.
1. DP u 4 polja (jedna konfiguracija):
Prikazani uzorak se mozˇe nalaziti bilo gdje
u mrezˇi, ali mora zadovoljavati uvjet da se
polja uzorka nalaze u tocˇno 2 retka, tocˇno 2
stupca i tocˇno 2 kvadrata. Vidimo da DP u 4
polja predstavlja upravo jednoznacˇne pravokutnike
(Unique Rectangles, UR) koje smo obradili u
prvom nastavku jer su to najcˇesˇc´i i najlaksˇe
uocˇljivi uzorci visˇeznacˇnosti.
2. DP u 6 polja (cˇetiri konfiguracije):
Slike 5 do 8.
U prve dvije konfiguracije isti par kandidata X i Y se nalazi u tocˇno 3 retka, 3 stupca
i 3 kvadrata, dok se u ostale dvije konfiguracije parovi kandidata iz trojke brojeva X, Y
i Z nalaze u tocˇno 3 retka (stupca), 2 stupca (retka) i 2 kvadrata ili u tocˇno 2 retka
(stupca), 3 stupca (retka) i 3 kvadrata.
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3. DP u 8 polja (devet konfiguracija):
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Slike 9 do 17.
U prve cˇetiri konfiguracije isti par kandidata X i Y se nalazi u tocˇno 4 retka, 4 stupca
i 4 kvadrata, a u sljedec´e dvije konfiguracije parovi kandidata iz trojke brojeva X, Y i
Z se nalaze u tocˇno 3 retka (stupca), 4 stupca (retka) i 3 ili 4 kvadrata. U preostale
tri konfiguracije parovi kandidata iz cˇetvorke brojeva X, Y, Z i W se nalaze u tocˇno 3
retka, 3 stupca i tri kvadrata, ili u tocˇno 2 retka (stupca), 4 stupca (retka) i 3 kvadrata.
4. DP u 9 polja (tri konfiguracije):
Slike 18 do 20.
U prve dvije konfiguracije parovi kandidata iz trojke brojeva X, Y i Z se nalaze u
tocˇno 4 retka, 4 stupca i 3 ili 4 kvadrata, a u preostaloj konfiguraciji parovi kandidata
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iz cˇetvorke brojeva X, Y, Z i W se nalaze u tocˇno 3 retka (stupca), 4 stupca (retka) i 3
kvadrata.
Uzorci visˇeznacˇnosti u 8 i visˇe polja se znatno tezˇe otkrivaju u stvarnoj mrezˇi, tako
da se u praksi najcˇesˇc´e koriste uzorci visˇeznacˇnosti u 4 i 6 polja te imaju barem jednan
dodatni kandidat u barem jednom polju koji sprjecˇava visˇestrukost rjesˇenja.
Pojedini DP-i s dodatnim kandidatima imaju razlicˇite nazive u literaturi, ovisno o
autoru. Npr. Peter Gordon koristi sljedec´e nazive:
• Gordonian Rectangles = UR tip 1 (1 dodatni kandidat u jednom polju
jednoznacˇnih pravokutnika)
• Gordonian Rectangles Plus = UR tip 1 (2+ dodatnih kandidata u jednom polju
jednoznacˇnih pravokutnika)
• Gordonian One-Sided Rectangles = UR tip 2 (isti dodatni kandidat u dva polja
jednoznacˇnih pravokutnika)
• Gordonian Polygons = DP u 3 retka, 3 stupca i 3 kvadrata s 1 dodatnim
kandidatom u jednom polju
• Gordonian Polygons Plus = DP u 3 retka, 3 stupca i 3 kvadrata s 2+ dodatnih
kandidata u jednom polju
• Gordonian One-Sided Polygons = DP u 3 retka, 3 stupca i 3 kvadrata s istim
dodatnim kandidatom u dva polja
• Extended Gordonian Rectangles = DP u 2 retka (stupca), 3 stupca (retka) i
3 kvadrata s 1 dodatnim kandidatom u jednom polju (drugi naziv je Franciscan
Rectangles po autoru Francisu Heaneyu); analogno postoje i Extended Plus
Gordonian Rectangles te One-Sided Gordonian Rectangles.
Pogledajmo primjer na slici 21.
U poljima B35, C25 i E23 imamo Gordonian Polygons (DP u 6 polja) koji se nalazi
u tocˇno 3 retka, 3 stupca i 3 kvadrata s istim parom kandidata 5 i 7. U polju C2 se
nalazi dodatni kandidat 3 koji sprjecˇava visˇestrukost rjesˇenja sudokua i upravo je taj
dodatni kandidat rjesˇenje polja C2.
Slika 21. Slika 22.
Pogledajmo primjer Gordonian Polygons Plus na slici 22.
Ponovno imamo DP u 6 polja (A15, B58 i C18) koji se nalaze u tocˇno 3 retka, 3
stupca i 3 kvadrata s istim parom kandidata 1 i 7. No u ovom slucˇaju imamo u polju A5
dva dodatna kandidata 4 i 6 od kojih jedan mora biti tocˇan, iako ne znamo koji. Stoga
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mozˇemo iz A5 eliminirati kandidate 1 i 7, a preostali kandidati 4 i 6 zajedno s poljem
C5 cˇine zakljucˇani set (par brojeva), pa mozˇemo eliminirati brojeve 4 i 6 iz svih polja
koja vide oba polja A5 i C5, konkretno broj 6 iz polja HI5.
U sljedec´em primjeru na slici 23 imamo poseban slucˇaj s dva DP-a u 6 polja.
Slika 23.
Lijevo u mrezˇi imamo Extended Gordonian Rectangle u 3 retka, 2 stupca i 3 kvadrata
s parovima koji su povezani na jednom kandidatu. U C12 imamo parove {7, 8} koji
su preko broja 8 povezani s parovima {8, 4} u E12, a oni su preko broja 4 povezani
s parovima {4, 7} u poljima I12. Vidimo da su pocˇetni i zavrsˇni brojevi isti (broj 7)
cˇime su u stupcima 1 i 2 iste trojke brojeva u uzorku. U polju I2 se nalazi jedan dodatni
kandidat, broj 5, i upravo on mora biti rjesˇenje tog polja jer bi u protivnom imali dva
rjesˇenja.
U istoj mrezˇi u poljima GH369 imamo One-Sided Extended Gordonian Rectangle
s istim dodatnim kandidatom u dva polja uzorka. To je broj 5 u GH6 i on mora biti
rjesˇenje u jednom polju, ali ne znamo u kojem. Kako nema niti jednog polja koji sadrzˇi
broj 5 i povezan je s poljima GH6, ne postoji nisˇta za eliminaciju.
U sljedec´em nastavku c´emo zapocˇeti s analizom nove grupe metoda: jednostavnim
lancima.
Zadatak za vjezˇbu s rjesˇenjem:
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